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1. Publika´lt eredme´nyek
A kutato´munka te´ma´ja a Riemann-sokasa´gokna´l a´ltala´nosabb differencia´l-
geometriai terek, az u´n. Finsler-terek konform geometria´ja´nak vizsga´lata.
Egy sokasa´g - a´ltala´nossa´gban szo´lva - akkor va´lik Finsler-sokasa´gga´, ha az
e´rinto˝tereken meg van adva egy-egy olyan funkciona´l, ami az e´rinto˝vektorok
hossza´nak me´re´se´t leheto˝ve´ teszi. Az egyse´ggo¨mbo¨k az origo´t a belseju¨kben
tartalmazo´, de nem felte´tlenu¨l centra´lszimmetrikus konvex testek, melyek
hata´ra legala´bb C4 - oszta´lyu´ felu¨let. Geometriai (e´s vizua´lis) szempontbo´l
ilyen alakzatok sima o¨sszefu˝ze´se´vel kapunk Finsler-sokasa´got. A funkciona´l-
sereg birtoka´ban terme´szetesen az alapsokasa´gon adott folytonosan diffe-
rencia´lhato´ go¨rbe´k ı´vhossza is sza´mı´thato´ a szoka´sos integra´lformula sze-
rint. Az M sokasa´gon adott ke´t funkciona´lsereg akkor konform ekviva-
lens egyma´ssal, ha tagjaik pontonke´nt egyma´s skala´rszorosai. A Finsler-
sokasa´gok a´ltala´nos vizsga´lata fejlett kalkulat´ıv eszko¨zo¨ket ige´nyel, a tel-
jes a´ltala´nossa´gban felle´po˝ [25] formula´k bonyolultsa´ga´ra tekintettel pedig
specia´lis te´rt´ıpusok vizsga´lata la´tszik ce´lszeru˝nek.
Az u´n. Berwald-sokasa´gokat pe´lda´ul az tu¨nteti ki, hogy az alapsokasa´gon
megadhato´ egy torzio´mentes linea´ris konnexio´ u´gy, hogy az a´ltala induka´lt
pa´rhuzamos eltola´sok mego˝rzik az e´rinto˝vektorok Finsler-fe´le hossza´t (vagyis
a linea´ris konnexio´ kompatibilis a Finsler-fe´le metrikus struktu´ra´val). Ez az
egyik legismertebb te´rt´ıpus, ha nem is a konform geometria szempontja´bo´l
ne´zve. A kutato´munka´t motiva´lo´ alapke´rde´s ugyanis az a M. Matsumoto,
a Japa´n Finsler-geometriai iskola vezeto˝ kutato´ja a´ltal 2001-ben felvetett
proble´ma [11], hogy le´teznek-e nem trivia´lisan konform ekvivalens Berwald-
sokasa´gok (a trivia´lis ekvivalencia azt jelenti, hogy a funkciona´lok ko¨zo¨tti
pontonke´nt felle´po˝ skala´rszorzo´ pontto´l fu¨ggetlenu¨l is konstans). A ke´rde´sre
2003-ban tagado´ va´laszt sikeru¨lt adni a [25] dolgozatban, azonban csak
egy tova´bbi, a c´ımben is jelzett felte´tel mellett, nevezetesen, ha az in-
dika´trixfelu¨letek szekciona´lis go¨rbu¨lete mindig pozit´ıv egy a Finsler-funkcio-
na´lbo´l konstrua´lt Riemann-struktu´ra´ra ne´zve - ez uto´bbi a vertika´lis re´sznya-
la´bon adott Riemann-metrika (a Riemann-geometria´bo´l ismert Sasaki-metri-
ka a´ltala´nos´ıta´sa). A kutato´munka kerete´n belu¨l elo˝szo¨r is ezt az eredme´nyt
sikeru¨lt tova´bbfejleszteni a [22] e´s [24] dolgozatokban. Fo˝ eredme´nyu¨nk
szerint ke´t Berwald-sokasa´g ko¨zo¨tti konform ekvivalencia mindig trivia´lis
hacsak nem Riemann-sokasa´gokro´l van szo´ (az indika´trixfelu¨letre vonat-
kozo´ felteve´st teha´t sikeru¨lt elimina´lni). Ez fontos mozzanat, hiszen minden
tova´bbi le´pe´s ennek fu¨ggve´nye volt, nevezetesen egy keve´sbe´ ismert te´rt´ıpus,
az u´n. Wagner-sokasa´gok struktu´ra´ja´nak le´ıra´sa. Ezeknek esete´ben ugyan-
csak le´tezik a Finsler-fe´le metrikus struktu´ra´val kompatibilis linea´ris kon-
nexio´ az alapsokasa´gon, de nem torzio´mentes, hanem szemiszimmetrikus,
azaz torzio´tenzora a
T (X,Y ) =
1
2
(XαY − Y αX)
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2ke´plet szerint hat, ahol α egy az alapsokasa´gon adott sima fu¨ggve´ny. Seg´ıtse´-
ge´vel minden Wagner-sokasa´g esete´n egy vele konform ekvivalens Berwald-
sokasa´g konstrua´lhato´ e´s megford´ıtva, ha egy Finsler-sokasa´g konform ek-
vivalens egy Berwald-sokasa´ggal, akkor Wagner-sokasa´g. Ez Hashiguchi e´s
Ichijyo klasszikus te´tele, azonban nem oldja meg a Wagner-sokasa´gok belso˝
geometriai le´ıra´sa´nak proble´ma´ja´t: hogyan fejezheto˝ ki ez a bizonyos α
fu¨ggve´ny a sokasa´g ko¨zvetlenu¨l sza´mı´thato´ adataival?
A Matsumoto-, illetve a Wagner-sokasa´gok belso˝ geometriai le´ıra´sa´ra vo-
natkozo´ proble´ma ott kapcsolo´dik o¨ssze, hogy a (nem Riemann) Berwald so-
kasa´gok ko¨zo¨tti trivia´lis konform kapcsolat maga uta´n vonja az α fu¨ggve´ny
egye´rtelmu˝se´ge´t (legala´bbis addit´ıv konstans ereje´ig), ami azt jelenti, hogy
a (nem Riemann) Finsler-fe´le metrikus struktu´ra´val kompatibilis konnexio´
egye´rtelmu˝en meghata´rozotta´ va´lik aWagner-sokasa´gok esete´ben. Ez terme´-
szetesen fontos motiva´cio´. A Matsumoto proble´ma tiszta´za´sa uta´n teha´t eb-
ben az ira´nyban folytattunk kutata´sokat. E´rdekes specia´lis eset egy explicit
ke´plettel le´ırhato´ te´rt´ıpus, az u´n. Randers-sokasa´goke´. Itt a Finsler-fe´le
alapfu¨ggve´ny konstrukcio´ja´hoz egy Riemann-fe´le metrikus tenzorbo´l sza´r-
mazo´ norma´t deforma´lunk egy addit´ıv linea´ris taggal (1-forma). A [21]
dolgozatban sikeru¨lt egy parcia´lis differencia´legyenletrendszer megolda´sa´ra
visszavezetni a proble´ma´t e´s azoknak a Riemann-sokasa´goknak a loka´lis
struktu´ra´ja´t le´ırni, melyek megengedik a Riemann-fe´le metrikus tenzorbo´l
sza´rmazo´ normafu¨ggve´ny linea´ris deforma´cio´ja´t u´gy, hogy Wagner-sokasa´got
kapjunk. E´rdekesse´g, hogy a konstans go¨rbu¨letu˝ Riemann-sokasa´gok ko¨zu¨l
egyedu¨l a negat´ıv go¨rbu¨letu˝ (hiperbolikus te´r) jo¨het szo´ba. Ezek Wagner-
sokasa´gga´ deforma´lt oszta´lya´t nevezi Szabo´ Zolta´n Bolyai-Lobacsevszkij-
Finsler-fe´le te´rnek. A Randers-terek specia´lis funkciona´ljaival ve´gzett sza´-
mı´ta´sok arra a gondolatra vezetnek, hogy a Wagner-sokasa´gok belso˝ geomet-
riai le´ıra´sa´nak proble´ma´ja´t egy olyan, az alapsokasa´gon adott Riemann-
struktu´ra seg´ıtse´ge´vel oldhatjuk meg, ami a Finsler-funkciona´l sza´rmaztata´si
mo´dja´to´l fu¨ggetlenu¨l a rendelkeze´su¨nkre a´ll e´s specia´lis esetekben kompa-
tibilis a Finsler-fe´le metrikus struktu´ra´val. Szabo´ Zolta´n [17] megmutatta,
hogy Berwald-sokasa´gok esete´n az alapsokasa´gon adott e´s a Finsler-fe´le met-
rikus struktu´ra´val kompatibilis, torzio´mentes linea´ris konnexio´ mindig Rie-
mann-metriza´lhato´. Bizony´ıta´sa a Lie-csoportok elme´lete´n alapszik. Az
a´ltalunk adott bizony´ıta´s szerint viszont direktebb mo´don, a vertika´lis re´sz-
nyala´bon adott Riemann-metrika indika´trixfelu¨leten vett integra´lja´val is met-
riza´lhatunk. Az elo˝rele´pe´s abban a´ll, hogy ez terme´szetesen nem csupa´n a
Berwald-sokasa´gok, hanem tetszo˝leges Finsler-sokasa´g esete´n is lehetse´ges
e´s a [23] dolgozat fo˝ eredme´nye szerint, ha egy linea´ris konnexio´ kompa-
tibilis a Finsler-fe´le metrikus struktu´ra´val, akkor ezen a mo´don mindig
Riemann-metriza´lhato´, a torzio´ specia´lis forma´ja´to´l fu¨ggetlenu¨l. Ennek a
Finsler-sokasa´ghoz csatolt kanonikus Riemann metrika´nak a seg´ıtse´ge´vel
sikeru¨lt a Wagner-sokasa´gok torzio´ja´ban szereplo˝ α fu¨ggve´nyre egy diffe-
rencia´legyenletrendszert fel´ırni [24] e´s ezzel a belso˝ geometriai jellemze´s
proble´ma´ja´t a specia´lis esethez hasonlo´an megoldani. A Randers-sokasa´gok-
na´l viszont a csatolt Riemann-sokasa´g struktu´ra´ja´ra vonatkozo´an is szu¨letett
eredme´ny e´s a kutato´munka ko¨vetkezo˝ a´lloma´sa ennek a fa´zisnak az a´ltala´no-
s´ıta´sa volt (illetve jelenleg is folyamatban van).
3Az alapproble´ma teha´t: adott egy Riemann-sokasa´g, milyen felte´telek
mellett ,,e´p´ıthetu¨nk” ra´ egy nem Riemann Wagner-sokasa´got? Szabo´ Zolta´n
Berwald-sokasa´gokra vonatkozo´ elme´lete ennek a ke´rde´snek azt a specia´lis
va´ltozata´t va´laszolja meg, mely a Berwald-sokasa´gokra vonatkozik. Arro´l
van szo´, hogy a Riemann-sokasa´g egy adott (aka´r a torzio´mentes Le´vi-Civita,
aka´r egy szemiszimmetrikus) metrikus linea´ris konnexio´ja´t a´tmetriza´ljuk egy
Finsler-fe´le metrikus struktu´ra´val. Ekvivalens mo´don, hogy megadjunk egy
olyan Finsler-fe´le funkciona´lt, mely a szo´ban forgo´ linea´ris konnexio´ ho-
lono´miacsoportja´val szemben invaria´ns. Ezek uta´n a pa´rhuzamos eltola´s
seg´ıtse´ge´vel a metrikus struktu´ra a teljes sokasa´gra kiterjesztheto˝. Erre
ny´ılva´n csak akkor van reme´ny, ha a holono´miacsoport nem tranzit´ıv az
e´rinto˝terek egyse´ggo¨mbjein, ami a Le´vi-Civita konnexio´ (azaz a Berwald
terekre vonatkozo´ ke´rde´s) esete´ben arra vezet, hogy vagy loka´lisan redu-
cibilis, vagy loka´lisan irreducibilis, 1-ne´l nagyobb rangu´ loka´lszimmetrikus
Riemann-sokasa´gro´l van szo´. Ez a Berwald-sokasa´gokra vonatkozo´ Szabo´
Zolta´n - fe´le struktu´rate´tel alapja, ami M. Berger e´s J. Simons [16] egy
Riemann-sokasa´g Le´vi-Civita konnexio´ja´nak holono´miacsoportja´val kapcso-
latos vizsga´lataira e´pu¨l. Szabo´ Zolta´n bebizony´ıtotta, hogy a loka´lisan redu-
cibilis, illetve loka´lisan irreducibilis, 1-ne´l nagyobb rangu´ loka´lszimmetrikus
Riemann-sokasa´g esete´ben az a´tmetriza´la´s valo´ban lehetse´ges. Ehhez a Lie-
csoportok e´s Lie-algebra´k klasszikus elme´lete´n a´t vezetett az u´t. Az a´ltalunk
ko¨vetett mo´dszer elkeru¨li ezeket a klasszikus nagy elme´leteket e´s egy u´jnak
tekintheto˝ elme´let, az a´ltala´nos´ıtott ku´pszeleteken keresztu¨l oldja meg az
a´tmetriza´la´si proble´ma´t e´s nem csak Berwald-sokasa´gok esete´ben.
A´ltala´nos´ıtott ku´pszeleten az n - dimenzio´s valo´s koordina´tate´r olyan
alakzata´t e´rtju¨k, melynek pontjaira egy ro¨gz´ıtett G halmaz pontjaito´l me´rt
a´tlagos ta´volsa´g ugyanakkora. A G halmaz elemeit nevezzu¨k fo´kuszoknak.
A fo´kuszok nem felte´tlenu¨l ve´ges sza´mossa´gu´ ponthalmazt alkotnak, mint
ahogy a ta´volsa´gme´re´s sora´n sem felte´tlenu¨l az euklideszi ta´volsa´g ja´tszik
szerepet. Mindezeken tu´l az a´tlagola´si elja´ra´sra vonatkozo´an is ku¨lo¨nbo¨zo˝ke´p-
pen ja´rhatunk el: su´lyozott (de ve´ges) o¨sszegek, integra´l stb. Ebbe a kon-
cepcio´ba a szakirodalomban fellelheto˝ valamennyi a´ltala´nos´ıtott ku´pszelet-
proble´ma beillesztheto˝. A klasszikusok ko¨zu¨l eml´ıte´st e´rdemel a multi-
foka´lis ellipszisek te´mako¨re, melyek pontjaira a ve´ges G halmaz pontjaito´l
me´rt ta´volsa´gok o¨sszege (vagy, ha u´gy tetszik, sza´mtani ko¨zepe) a´llando´.
A to¨bbfo´kuszu´ ellipszisek terme´szetes mo´don bukkannak fel optimaliza´la´si
feladatokban. Ezek ko¨zo¨s eredete a Fermat - proble´ma mely ko¨ru¨lbelu¨l a
XVIII sza´zad ko¨zepe´re data´lhato´: egy adott ABC ha´romszo¨g s´ıkja´ban ke-
ressu¨k meg azt a P pontot, melyre a PA, PB e´s a PC ta´volsa´gok o¨sszege
a minima´lis! Ismeretes, hogy a ha´romszo¨glemez belseje´nek e´ppen arro´l a
pontja´ro´l van szo´, melybo˝l mindha´rom oldal 120◦-os szo¨gben la´tszik, felte´ve,
hogy a ha´romszo¨gnek nincs ekkora, vagy enne´l nagyobb szo¨ge. Ha me´gis,
akkor a megolda´s e´ppen az a csu´cs, ahol a kritikus szo¨g felle´p, illetve a kriti-
kusna´l nagyobb szo¨g tala´lhato´. Tetszo˝leges, de ve´ges sok fo´kuszpont esete´n
is ismert a minimumhely jellemze´se (E. Weiszfeld, 1937). Va´zsonyi Endre
vetette fo¨l a ke´rde´st, hogy valamely konvex, za´rt s´ıkgo¨rbe tetszo˝legesen app-
roxima´lhato´-e to¨bbfo´kuszu´ ellipszissel, ha a fo´kuszok sza´ma ele´g nagy. A
va´lasz tagado´ ugyanis Erdo˝s Pa´l e´s Vincze Istva´n bebizony´ıtotta´k, hogy
4egy egyenlo˝ oldalu´ ha´romszo¨g nem ko¨zel´ıtheto˝ meg tetszo˝leges pontossa´ggal
ilyen mo´don. Te´telu¨k egy friss feldolgoza´sa tala´lhato´ a [19] dolgozatban,
mely az elso˝ le´pe´st jelentette az a´ltala´nos´ıtott ku´pszeletek tanulma´nyoza´sa
fele´.
A multifoka´lis ellipszisek olyan linea´ris konnexio´k a´tmetriza´la´sa´ra alkal-
mazhato´k, melyek holono´miacsoportja invaria´nsan hat a fo´kuszok (ve´ges)
halmaza´n; ez a gondolat ma´r szerepel a [20] dolgozatban. Ennek a´ltala´nos´ıta´-
sake´nt veto˝do¨tt fel egy olyan ku´pszeletfogalom kidolgoza´sa, melyne´l a fo´ku-
szok nem ve´ges, de geometriai szempontbo´l kezelheto˝ halmazt (go¨rbe´t, felu¨le-
tet stb.) alkotnak, az a´tlagos ta´volsa´got pedig integra´la´ssal hata´rozzuk meg.
Ezek elme´lete azonban gyerekcipo˝ben ja´r, ugyanis - a´ltala´nossa´gban szo´lva -
gyo¨ko¨s kifejeze´sek integra´la´sa a feladat, melyek ma´r a legegyszeru˝bb (nem-
trivia´lis) go¨rbe´k, illetve felu¨letek (ko¨ro¨k, illetve go¨mbo¨k) esete´ben is ellip-
tikus integra´lokat adnak. Valo´sz´ınu˝leg ennek a komoly technikai proble´-
ma´nak ko¨szo¨nheto˝, hogy ez a fajta ku´pszeletfogalom, amit Gross e´s Strem-
pel [8] cikku¨k open problems c´ımszava alatt szerepeltet, mint lehetse´ges
a´ltala´nos´ıta´st, ezideig kiakna´zatlan maradt. To¨rte´nt azonban az e´vek sora´n
ne´ha´ny a´tto¨re´s: 2004-ben, illetve 2005-ben cikkek jelentek meg H. Alzer e´s S-
L. Qiu [2], illetve K. C. Richards [14] szerzo˝kto˝l elliptikus integra´lokra, illetve
a Gauss-fe´le hipergeometrikus fu¨ggve´nyre vonatkozo´ becsle´sekro˝l. Seg´ıtse´gu¨k-
kel sikeru¨lt ezt a ku´pszeletfajta´t bee´p´ıteni a Wagner-sokasa´gok elme´lete´be,
mint olyat, mely a csatolt Riemann-struktu´ra´ra ne´zve metrikus linea´ris
konnexio´k holono´miacsoportja´t nem Riemann-fe´le e´rtelemben a´tmetriza´lja,
felte´ve, hogy a holono´miacsoport nem tranzit´ıv az e´rinto˝terek Riemann-
metrika´bo´l sza´rmazo´ egyse´ggo¨mbjein. A reducibilis esetben ugyanis az in-
varia´ns alte´r a´ltal a go¨mbbo˝l kimetszett alacsonyabb dimenzio´s go¨mbo¨ket
szerepeltethetju¨k, mint fo´kuszcsala´dot, irreducibilis esetben pedig az orbitok
konvex burka´t. Mindke´t esetben ke´rde´s, hogy nem ellipszoid ado´dik-e, mely-
nek eldo¨nte´se´re az elliptikus integra´lokra, illetve a Gauss-fe´le hipergeomet-
rikus fu¨ggve´nyre vonatkozo´ becsle´seket haszna´ltuk fel. Ennek az elme´letnek
a kifejleszte´se´n most is dolgozunk, de a le´nyeges gondolatok ma´r szerepelnek
a tan´ıtva´nyaimmal ko¨zo¨sen ı´rt [18] dolgozatban 1, illetve az Examples and
notes on generalized conics and their applications, An introduction to the
theory of generalized conics and their applications c. dolgozatokban. Ezek
ko¨zu¨l az elso˝ a 2009 ma´jusa´ban rendezett Workshop on Finsler Geometry
and Its Applications (Debrecen, Hungary) konferencia´n elhangzott elo˝ada´s
anyaga, a ma´sodik pedig ko¨zle´sre benyu´jtott dolgozat (London Math. Soc.)
Mivel itt me´g nem publika´lt eredme´nyekro˝l van szo´, a ko¨vetkezo˝ fejezet-
ben a ko¨rvonal esete´t szeretne´m bemutatni, a cikkek anyaga´bo´l mer´ıtve:
a fo´kuszsereg teha´t ko¨rvonal, az a´tlagos ta´volsa´got pedig go¨rbementi in-
tegra´llal sza´mı´tjuk ki.
1Nem tartozik ugyan a szigoru´an vett szakmai jelente´shez, de o¨ro¨mmel sza´molhatok
be arro´l, hogy egyik tan´ıtva´nyom a 2009-es Szombathelyen rendezett OTDK versenyen
ku¨lo¨nd´ıjas lett a te´ma´ban ı´rt dolgozattal.
52. Examples and notes on generalized conics and their
applications
Let γ : [0, 2pi] → R3, γ(t) := (cos t, sin t, 0) be the unit circle in the xy-
coordinate plane and
F (x, y, z) :=
1
2pi
2pi∫
0
√(
x− cos t)2 + (y − sin t)2 + z2 dt.
The surface of the form F (x, y, z) = 82pi is a generalized conic with foci S1 in
the Euclidean space R3. It is obviously a revolution surface with generatrix
2pi∫
0
√
cos2 t+
(
y − sin t)2 + z2 dt = 8
in the yz-coordinate plane.
Lemma 1. The surface F (x, y, z) = 82pi is not an ellipsoid.
Proof. It is enough to prove that the generatrix
2pi∫
0
√
cos2 t+
(
y − sin t)2 + z2 dt = 8
is not an ellipse in the yz-coordinate plane. If y = 0 then we have that
z = ±
√(
8
2pi
)2
− 1.
On the other hand, if z = 0 then the solutions of the equation
2pi∫
0
√
cos2 t+
(
y − sin t)2 dt = 8
are just y = ±1. Therefore the only possible ellipse has the parametric form
y(s) = cos s and z(s) =
√(
8
2pi
)2
− 1 sin s.
The figure shows the generatrix (pointstyle) and its approximating ellipse.
Figure 1. The generatrix and its approximating ellipse.
6Consider the auxiliary function
v(s) :=
2pi∫
0
√
cos2 t+
(
y(s)− sin t)2 + z2(s) dt.
It can be written into the form
v(s) = 4h(s)
pi
2∫
0
√
1− r2(s) sin2 t dt = 4h(s)E(r(s)),
where
E(r) :=
pi
2∫
0
√
1− r2 sin2 t dt, 0 < r < 1
is the complete elliptic integral of second kind,
h(s) :=
√
(1 + y(s))2 + z2(s) and
1
4
r2(s) :=
y(s)
h2(s)
> 0
provided that −pi2 < s < pi2 . In terms of the Gaussian hypergeometric function
E(r) = pi
2
F (−1
2
,
1
2
; 1; r2)
and Richards’s result [14] states that
E(r) ≥ pi
2
Mp
(
1,
√
1− r2
)
, where p =
3
2
and Mp(x, y) :=
(
xp + yp
2
) 1
p
is the p-th power mean of its arguments; see also [2]. Thus we have
v(s) ≥ 2pih(s)Mp
(
1,
√
1− r2(s)
)
.
Consider the function g(s) := 2pih(s)Mp
(
1,
√
1− r2(s)
)
, 0 ≤ s ≤ 2pi having
the properties
g
(
pi
2
)
= 8, g′
(
pi
2
)
= 0 and g′′
(
pi
2
)
> 0.
Here we prove that g2 attains its local minimum at s = pi2 . By the help of a
straightforward calculation
1
4pi2
(g2)′
(
pi
2
)
= (h2)′
(
pi
2
)
− 1
2
h2
(
pi
2
)
(r2)′
(
pi
2
)
D2M
2
p (1, 1)
and
1
4pi2
(g2)′′
(
pi
2
)
= (h2)′′
(
pi
2
)
− 1
2
(h2)′
(
pi
2
)
D2M
2
p (1, 1)(r
2)′
(
pi
2
)
−
−1
4
h2
(
pi
2
)
D2M
2
p (1, 1)
(
2(r2)′′ + (r2)′
(
pi
2
)
(r2)′
(
pi
2
))
+
+
1
4
h2
(
pi
2
)
D2D2Mp(1, 1)(r2)′
(
pi
2
)
(r2)′
(
pi
2
)
,
where
h2
(
pi
2
)
=
(
8
2pi
)2
, (h2)′
(
pi
2
)
= −2, (h2)′′
(
pi
2
)
= 2
(
2−
(
8
2pi
)2)
and
D2M
2
p (1, 1) = 1, D2D2M
2
p (1, 1) =
p
2
.
On the other hand r2(s)h2(s) = 4 cos s which means that
r2
(
pi
2
)
= 0, (r2)′
(
pi
2
)
h2
(
pi
2
)
= −4, and (r2)′′
(
pi
2
)
h4
(
pi
2
)
= 8(h2)′
(
pi
2
)
.
7We have 14pi2 (g
2)′
(
pi
2
)
= 0 and
1
4pi2
(g2)′′
(
pi
2
)
= (h2)′′
(
pi
2
)
− (4− 2p)h−2
(
pi
2
)
= (h2)′′
(
pi
2
)
− h−2
(
pi
2
)
> 0
as it can be easily seen. Therefore g attains its local minimum at s = pi2 and
there must be a parameter 0 < s∗ < pi2 such that 8 < g(s∗) ≤ v(s∗), i.e. v(s) is
not a constant function.
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